对解不定三角形问题命题思路的探究
湖南省怀化市铁路第一中学  高用  418000
一般解三角形必须已知含至少一条边的三个条件，如果只已知三角形的两个条件，我们把这种三角形称为不定三角形，这种三角形虽然不能确定三角形的元素，但有时却可以求出面积、周长或相关量的取值范围（最值）．这类题型灵活多变，思维含量高，对学生的综合能力和学科素养提出了较高的要求，在近几年的高考试题中频频出现，可以说备受命题者的青睐．笔者就此类问题作了一些探究，得出了以下几种试题命制的思路．
1 已知两条边
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结论1 若已知三角形中的两条边
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，则此三角形的面积有最大值
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，周长的取值范围为
[image: image3.wmf]22()

alab

<<+

．
证明1：不妨假定
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，如图，固定三角形
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D

的顶点
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，因为
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的长为定值
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，所以顶点
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的轨迹是以顶点
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为圆心，
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为半径的圆．显然，当顶点
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处于点
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时（
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底边
[image: image16.wmf]BC

上的高最大，此时
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的面积最大，所以
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当顶点
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位于与
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共线时，边
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取最大值
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和最小值
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，而此时不能构成三角形，所以周长的取值范围为
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证明2：: 因为
[image: image25.wmf]1

sin

2

ABC

SabC

D

=

，所以当
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的面积取最大值
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由余弦定理，得
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，可以看出边长
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随着角
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的增大而增大，所以周长的取值范围为
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2 已知一边及非对角
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结论2 若已知三角形中的一条边
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及一非对角
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，则此三角形的面积和周长都是关于边长
[image: image35.wmf]c

的增函数．
证明：如图，顶点
[image: image36.wmf]A

的轨迹是射线
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，随着顶点
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远离顶点
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，即边长
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增大，
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的面积增大（或这利用公式
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在射线
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上任取一点
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，且
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，所以，随着边长
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增大，
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的周长增大．
可以看出，上述两种情况是非常简单的，所用到的知识点也非常单一，因此不适合直接作为试题出现，要想从这上面命题，可以从设计变量的范围入手，通过对范围的限定，使得问题变得复杂多变，对知识和方法的考查也会丰富一些．
命题思路1：已知锐角三角形的两条边，求该三角形的面积或周长的取值范围．
例1 （原创）已知锐角
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的三个内角
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所对的边分别为
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（1）求
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（2）若
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【解析】（1）因为
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（2）由（1）及
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因为
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是锐角三角形，则
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命题思路2：已知锐角三角形的一条边及其非对角，求该三角形的面积或周长的取值范围．
例2 （2019全国Ⅲ卷）
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的内角A、B、C的对边分别为a、b、c，已知
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（1）求B；
（2）若
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为锐角三角形，且
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，求
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【解析】（1）由题设及正弦定理得
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因为sinA
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（2）由题设及（1）知△ABC的面积
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由正弦定理得
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由于
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为锐角三角形，故0°<A<90°，0°<C<90°，由（1）知A+C=120°，所以30°<C<90°故
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因此，
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面积的取值范围是
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3 已知一边及其对角
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结论3：若已知三角形中的一条边
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及其对角
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，则此三角形的面积的取值范围为
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，周长的取值范围为
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证明1：如图，作
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的外接圆，则顶点
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的轨迹为圆弧
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，所以当顶点
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时，
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的面积取最大值，此时
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为等腰三角形，
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，故三角形的面积的取值范围为
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又
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由余弦定理，得
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所以
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证明2：由余弦定理得
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所以三角形的面积的最大值为
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由余弦定理得
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证明3：由正弦定理得
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因为
[image: image136.wmf]0

BA

p

<<-

，所以
[image: image137.wmf]22

ABAA

p

<+<-

，故
[image: image138.wmf]cos(2)[1,cos)

BAA

+Î-

，从而三角形的面积的取值范围为
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命题思路3：已知三角形中一条边及其对角，求该三角形的面积或周长的取值范围（或最值）．
此类问题由于求解灵活，方法多样，知识覆盖面广，涉及正、余弦定理，基本不等式，三角恒等变换，正余弦函数等，是一个很好的命题角度，近年来此类问题更是在高考、各地模拟试题中随处可见．
例3 （2013年全国Ⅱ）
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（2）由余弦定理得，
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的面积的最大值为
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4 已知一边及另外两边的关系

结论4 若已知三角形中一条边
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证明1：如图，以
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故三角形顶点
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所以当顶点
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注：到两定点的距离之比为定长（不为1的正数）的点的轨迹称为阿波罗尼斯圆．
证明2：由余弦定理得
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，易得三角形的面积的取值范围为
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命题思路4：已知三角形一边长，且另两边的比为常数（非1正数），求三角形面积的取值范围（或最值）．
例4 在
[image: image203.wmf]ABC

△

中，
[image: image204.wmf]6
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=

，
[image: image205.wmf]sin2sin
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=

，求
[image: image206.wmf]ABC
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面积的最大值．
结论5 已知三角形中一条边
[image: image207.wmf]a

，且另外两条边满足
[image: image208.wmf]bcm

+=

（其中
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为常数），则该三角形的面积的取值范围为
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[image: image313.wmf]l

证明1：如图，以
[image: image211.wmf]BC

所在的直线为
[image: image212.wmf]x

轴，线段
[image: image213.wmf]BC

的中垂线为
[image: image214.wmf]y

轴，建立平面直角坐标系，易知顶点
[image: image215.wmf]A

的轨迹是以
[image: image216.wmf],

BC

为焦点的椭圆（除左右顶点外），所以当顶点
[image: image217.wmf]A

位于椭圆的上下顶点时，
[image: image218.wmf]ABC
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的面积取得最大值，最大值为
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​，于是容易得到三角形的面积的取值范围为
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证明2：由余弦定理得
[image: image221.wmf]222
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所以
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故
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，当且仅当
[image: image225.wmf]bc
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时等号成立．
而当
[image: image226.wmf]b

或
[image: image227.wmf]c

无限接近0的时候三角形的面积趋近于0，所以三角形的面积的取值范围为
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命题思路5：已知三角形的一边，且另外两边的和为定值，求该三角形的面积的取值范围（或最值）．
例5 （原创）已知
[image: image229.wmf]ABC

D

的三个内角
[image: image230.wmf],,
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所对的边分别为
[image: image231.wmf],,
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，且
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（1）求
[image: image233.wmf]bc
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的值；

（2）若
[image: image234.wmf]23
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，求
[image: image235.wmf]ABC
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面积的最大值．
5 已知一边及另外两非对角的关系

结论6：若三角形的一边长为
[image: image236.wmf]a

，且另外两非对角满足
[image: image237.wmf]tantan(01)
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，则该三角形[image: image314.wmf]A
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的面积有最大值
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证明1：如图，如图，以
[image: image239.wmf]BC

所在的直线为
[image: image240.wmf]x

轴，线段
[image: image241.wmf]BC

的中垂线为
[image: image242.wmf]y

轴，建立平面直角坐标系，则
[image: image243.wmf](,0)
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，因为
[image: image246.wmf]tantan(01)

BCtt

=<<

，即
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[image: image248.wmf]22
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，其中
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，故三角形顶点
[image: image251.wmf]A

的轨迹是以
[image: image252.wmf],

BC

为顶点的椭圆（除
[image: image253.wmf],

BC

两点外）．
所以当顶点
[image: image254.wmf]A

位于椭圆上下顶点时，三角形的面积取最大值，最大值为
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证明2：由正弦定理得，
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，当且仅当
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，即
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时等号成立．
所以三角形的面积有最大值
[image: image263.wmf]2
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命题思路6：已知三角形中一边，且另外两非对角的正弦值为定值（该定值的范围为
[image: image264.wmf](0,1)

），求该三角形面积的最大值．
例6 （原创）已知
[image: image265.wmf]ABC
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的三个内角
[image: image266.wmf],,
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所对的边分别为
[image: image267.wmf],,
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，且
[image: image268.wmf]3cos22cos3

cBbAc

-=

．
（1）求
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BC

的值；

（2）若
[image: image270.wmf]42
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，求
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面积的最大值．
6 已知一角及两夹边的关系

结论7：若已知三角形的一个角
[image: image272.wmf]B

，且其两条夹边之和为定值
[image: image273.wmf]m

，则该三角形的面积有最大值
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证明：
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[image: image277.wmf]ac
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时等号成立，所以三角形的面积的最大值
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由余弦定理得
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可以看出，已知三角形的一个角，且其两条夹边之和为定值，求该三角形的面积或周长的最值是比较简单直接的，要想从这个角度命题，最好还添加别的考点一起考查，使得题目更为灵活，所考查的知识点更丰富．
命题思路7：已知锐角三角形的一个角，且其两条夹边之和为定值，求该三角形面积或周长的取值范围．
例7 （原创）已知锐角三角形
[image: image283.wmf]ABC
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的三个内角
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所对的边分别为
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abc

，且
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（1）求
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（2）若
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，求
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面积的取值范围．
【解析】（1）由题设
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（2）因为
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为锐角三角形，则
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由余弦定理得，
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结语
作为教师，在熟悉教材和考纲的前提下，对热门考点做一些探究和挖掘是必要的．弄清楚考题命制的意图和来源，对试题考什么、还可以怎样考做到心中有数，教学时才能有的放矢，以不变应万变，变被动为主动，想到了前面，复习备考才不至于滞后．学着去编一些试题，让自己做一次命题人，可以提高对考点的理解，熟悉试题命制的套路，对解题和教学都是有极大的帮助的．
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