立体几何中折叠问题的求解策略

高用

（湖南省怀化市铁路第一中学，418000）

折叠问题，是立体几何中的热点、同时也是难点问题．该类问题难的根源在于所研究的是“动态”空间图形，折叠后的图形中点、线、面的位置关系难以确定，需要联系折叠前后图形之间的关系，因此对空间想象、识图及分析能力都提出了较高要求．在考试中此类问题得分率普遍不高，分析其原因，首先是空间想象力不足，其次是对这类问题没有形成解题的模型和方法．

解决折叠问题的关键在于抓住折叠前后图形的特征关系，弄清折叠前后哪些量发生了变化、哪些量没有发生变化，以及确定动点在底面上的投影位置，这是分析和解决问题的依据，也是求解此类问题的钥匙．

首先要弄清楚空间中折叠的本质含义是什么？

教材中并没有明确给出空间中折叠的定义，但是不难看出空间中的折叠是平面中的翻折的推广，所以不妨从平面翻折的定义来揣测空间中折叠的含义．

翻折的定义：将一个图形沿着某一条直线翻折
[image: image1.wmf]180
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，直线两旁的部分能够相互重合．其中这条直线就是它的对称轴，翻折前图形中的任意一点与翻折后的对应点关于对称轴对称．

于是可以类似的给空间中折叠下一个定义：将一个平面图形沿着一条直线翻折某个角度
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（其中
[image: image3.wmf]0180
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），直线两侧的部分能够相互重合．其中这条直线就是它的折线，过翻折前图形中的任意一点及翻折后的对应点分别向折线做垂线，所构成的图形就是翻折前后所成二面角的平面角，即为
[image: image4.wmf]q

．
由上述对空间中折叠的定义，可以得到以下几个结论．如图1，将
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D

沿
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折起． 

结论1  折起的面上任意一点在底面的投影在过该点折起前的对应点垂直于折线的射线上．例如，点
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在底面
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上的投影
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一定在射线
[image: image10.wmf]DF

上；
结论2  折叠前后折线同侧的量不变．如
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，
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．
[image: image352.wmf]A

对于折叠问题的求解难度在于确定折起后图形中动点的位置，该类问题在具体出题时并不会直接给出动点的位置，而往往是借助动点在底面的投影大概位置、线段长度、相应的角度等来刻画．这就需要通过给出的关系来确定动点在底面中投影的具体位置来确定动点的位置，然后再进一步求解．

1 已知动点在底面的投影在某线段上
例1　如图2，四边形
[image: image13.wmf]ABCD

是矩形，沿对角线
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将
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折起，使得点
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在平面
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内的投影恰好落在边
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上.

（1）求证：平面
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⊥平面
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；
（2）当
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时，求二面角
[image: image22.wmf]DACB
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的余弦值． 
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分析　第一问由结论2，折线同侧的量不变，则
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，
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与它在底面的投影的连线垂直底面，则垂直
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，从而
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平面
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，得
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，所以
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平面
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，于是得证．第二问关键是确定
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在底面的投影的位置，由结论1,可知
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在底面的投影为过
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垂直于折线
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的垂线与
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的交点，于是利用平面几何知识求解即可．

解（1）略；
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（2）如图3，过点
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作
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的垂线交
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于
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，由结论1知
[image: image42.wmf]H

即是折起后
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在底面的投影．设
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，所以
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方法一：如图4，以
[image: image48.wmf]B

为原点建立空间直角坐标系．那么
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设平面
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的法向量为
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令
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易得平面
[image: image62.wmf]ABC

的一个法向量为
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，所以二面角
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的余弦值为
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方法二：如图3，记
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与
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的交点为
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，有
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，则
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由折叠的定义知，沿对角线
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将
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折起之后，
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为二面角
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的平面角．

在
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中，
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，即二面角
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的余弦值为
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评注　已知动点在底面的投影在某条线段上，由结论1可得该动点在底面的投影就是折叠前过此点垂直于折线的射线与这条线段的交点，只需在平面图形中利用平面几何知识即可确定动点在底面投影的位置．

例2 如图5，设正方形
[image: image80.wmf]ABCD

的边长为3，点
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，
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分别在
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上，且满足
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.将直角梯形
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沿
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折起，使得点
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在平面
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的投影
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恰好在
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上，
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为
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的中点.
（1）证明：平面
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∥平面
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（2）求二面角
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的正弦值.                
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分析 由结论1,可知
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在底面的投影在过点
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垂直于折线
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的垂线上.又由题意，点
[image: image102.wmf]A

在平面
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的投影
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恰好在
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上，所以
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在底面的投影是过点
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垂直于折线
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的垂线与
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的交点，于是利用平面几何知识求解就可以确定
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在
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上的位置，然后建系求解即可．
解 （1）略．
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（2）由题意将直角梯形
[image: image112.wmf]AFED

沿
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折起，使得点
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在平面
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的投影
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恰好在
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上，如图6，过
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作
[image: image119.wmf]EF

的垂线，与
[image: image120.wmf]BC

的交点即为
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．作
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，且交
[image: image124.wmf]AB

与
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，由平面几何知识易得
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，所以
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如图7，以
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为原点建立空间直角坐标系，则
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设平面
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的法向量为
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易得平面
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的一个法向量为
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例3 如图8，在矩形
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中，已知
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 分别在
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 上，且
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 沿
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折起，使点
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在平面
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上的射影
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在直线
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（1）求证：
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⊥
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（2）求直线
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与平面
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所成角的正弦值．
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分析 由结论1,可知
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在底面的投影在过点
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垂直于折线
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的垂线上.又由题意，点
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在平面
[image: image173.wmf]CDEF

的投影
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恰好在
[image: image175.wmf]DE

上，所以
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在底面的投影是过点
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垂直于折线
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的垂线与
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的交点，于是利用平面几何知识求解就可以确定
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在
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上的位置，然后建系求解即可．
解 （1）略．
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（2）如图9，作
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的中点
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如图10，以
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为原点建立空间直角坐标系，则
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易得平面
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的一个法向量为
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2 已知线段长度

例4　如图11，平面多边形
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（1）证明：
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（2）求直线
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分析　此题是通过线段
[image: image229.wmf]PC
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折起的程度的，也就是折起后折面的位置，该题求解的突破口是如何利用线段
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解（1）略；

（2）方法一：如图12，作
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以
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设平面
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令
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，则
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设
[image: image284.wmf]AE

与平面
[image: image285.wmf]ABP

所成角为
[image: image286.wmf]q

，则
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方法二：注意到
[image: image288.wmf]PCPD

=

，于是
[image: image289.wmf]P

在底面投影一定在平面
[image: image290.wmf]ABCD

内
[image: image291.wmf]CD

的中垂线上，那么
[image: image292.wmf]P

在底面投影就是
[image: image293.wmf]OB

与
[image: image294.wmf]CD

中垂线的交点，即为
[image: image295.wmf]BO

的中点，下同方法一．
评注　通过线段长度刻画折起后折面的位置的题型，可以通过将该线段长度转化到要确定动点和动点在底面投影所在线段构成的三角形，利用解三角形工具确定投影的位置；也可以利用线段相等，通过中垂线与动点在底面投影所在射线的交点来确定投影的位置．
[image: image363.wmf]'

D

3 已知相应角度

例4　（2018全国1理）如图13，四边形
[image: image296.wmf]ABCD

为正方形，
[image: image297.wmf],

EF

分别为
[image: image298.wmf],

ADBC

的中点，以
[image: image299.wmf]DF

为折痕把
[image: image300.wmf]DFC
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折起，使点
[image: image301.wmf]C

到达点
[image: image302.wmf]P

的位置，且
[image: image303.wmf]PFBF
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（1）证明：平面
[image: image304.wmf]PEF

^

平面
[image: image305.wmf]ABFD

；

（2）求
[image: image306.wmf]DP

与平面
[image: image307.wmf]ABFD

所成角的正弦值．
分析：此题是利用
[image: image308.wmf]PFBF

^

刻画折起面的位置，可以考虑利用
[image: image309.wmf]PFBF

^

找到过
[image: image310.wmf]P

且垂直于底面
[image: image311.wmf]ABFD

的平面，则点
[image: image312.wmf]P

在底面的投影就在这两个平面的交线上，然后再借助结论1即可确定点
[image: image313.wmf]P

在底面投影的位置．
[image: image364.wmf]H

解（1）因为
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，又
[image: image315.wmf]BFEF
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，且
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，
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平面
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，所以
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平面
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，又因为
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平面
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，所以平面
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平面
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（2）由（1）知平面
[image: image325.wmf]PEF

^

平面
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，且平面
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I

平面
[image: image328.wmf]ABFDEF
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，则点
[image: image329.wmf]P

在底面
[image: image330.wmf]ABFD

的投影在直线
[image: image331.wmf]EF

上．

如图14，过
[image: image332.wmf]C

作折线
[image: image333.wmf]DF

的垂线交
[image: image334.wmf]EF

于点
[image: image335.wmf]H

，由结论1知，点
[image: image336.wmf]H

即为点
[image: image337.wmf]P

在底面
[image: image338.wmf]ABFD

的投影．由
[image: image339.wmf]CFHDCF

DD
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，则
[image: image340.wmf]1

2

HFCF

CFCD

==

，设
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，则
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那么
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因为
[image: image344.wmf]PH

^

底面
[image: image345.wmf]ABFD

，如图15，连接
[image: image346.wmf]DH

，则
[image: image347.wmf]PDH

Ð

为
[image: image348.wmf]DP

与平面
[image: image349.wmf]ABFD

所成角，

所以
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评注　已知相应角度刻画折起面的位置，需将这个角度条件进行适当转化，最好是能够找到过动点且与底面垂直的平面，然后结合结论1，即可确定
[image: image351.wmf]P

在底面投影的位置．对刻画折起面位置的角度条件的转化是解题的突破口．
总结
立体几何折叠问题的难点突破关键在于利用好结论1和结论2，搞清楚在折叠过程中哪些量是不变的以及动点在底面的投影在那条射线上运动，再结合已知条件，更多的时候需要对已知条件进行适当的转化，便可以确定动点在底面中的投影的位置，顺藤摸瓜就能确定动点在空间中的位置，从而使得问题迎刃而解．
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