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解答题：立体几何

1.如图,在四棱锥
[image: image1.wmf]PABCD

-

中,
[image: image2.wmf]ABCD

为平行四边形, 
[image: image3.wmf]22

ABAD

==

,
[image: image4.wmf]3

PDBDAD

==

 ,且
[image: image5.wmf]PD

^

底面
[image: image6.wmf]ABCD


[image: image7.png]



(1)证明:
[image: image8.wmf]BC

^

平面
[image: image9.wmf]PBD


(2)若
[image: image10.wmf]Q

为
[image: image11.wmf]PC

的中点,求三棱锥
[image: image12.wmf]APBQ

-

的体积

2.如图,三棱柱
[image: image13.wmf]111

ABCABC

-

中,
[image: image14.wmf]11

2

ABACAABC

====

,
[image: image15.wmf]0

11

60

AAC

Ð=

,平面
[image: image16.wmf]1

ABC

^

平面
[image: image17.wmf]11

AACC

,
[image: image18.wmf]1

AC

与
[image: image19.wmf]1

AC

相交于点
[image: image20.wmf]D

；

[image: image21.png]



(1)求证：
[image: image22.wmf]1

ABAC

^

；

(2)求二面角
[image: image23.wmf]1

CABC

--

的正弦值.

3.如图，四边形
[image: image24.wmf]ABCD

为正方形，
[image: image25.wmf]PD

^

平面
[image: image26.wmf]ABCD

，
[image: image27.wmf]2

PDDC

==

，点
[image: image28.wmf]E

，
[image: image29.wmf]F

分别为
[image: image30.wmf]AD

，
[image: image31.wmf]PC

的中点．

[image: image32.png]



（1）证明：
[image: image33.wmf]//

DF

平面
[image: image34.wmf]PBE

；

（2）求点
[image: image35.wmf]F

到平面
[image: image36.wmf]PBE

的距离．

4.如图，在四棱锥
[image: image37.wmf]PABCD

-

中，底面
[image: image38.wmf]ABCD

是边长为1的正方形，
[image: image39.wmf]BCPB

^

，平面
[image: image40.wmf]PAD

^

平面
[image: image41.wmf]ABCD

，且
[image: image42.wmf]3

PC

=

，
[image: image43.wmf]E

为棱
[image: image44.wmf]PC

的中点.

[image: image45.png]



（1）求证：
[image: image46.wmf]PA

^

平面
[image: image47.wmf]ABCD

；

（2）求直线
[image: image48.wmf]BE

与平面
[image: image49.wmf]PBD

所成角的正弦值.

5.如图,四边形
[image: image50.wmf]ABCD

为菱形,
[image: image51.wmf]120

ABC

Ð=°

 ,四边形
[image: image52.wmf]BDFE

为矩形,平面
[image: image53.wmf]BDFE

^

平面
[image: image54.wmf]ABCD

,点
[image: image55.wmf]P

在
[image: image56.wmf]AD

上,
[image: image57.wmf]EPBC

^

.

 [image: image58.png]



 (1)证明：
[image: image59.wmf]AD

^

平面
[image: image60.wmf]BEP

；

 (2)若
[image: image61.wmf]EP

与平面
[image: image62.wmf]ABCD

所成角为
[image: image63.wmf]60

°

,求二面角
[image: image64.wmf]CPEB

--

的余弦值.

6.将边长为2的正方形
[image: image65.wmf]ABCD

沿对角线
[image: image66.wmf]BD

折叠,使得平面,
[image: image67.wmf]ABD

^

平面
[image: image68.wmf]CBD

,
[image: image69.wmf]AE

⊥

平面
[image: image70.wmf]ABD

,
[image: image71.wmf]F

是
[image: image72.wmf]BD

的中点,且
[image: image73.wmf]2

AE

=

.

[image: image74.png]



(1)求证：
[image: image75.wmf]DEAC

^

；

(2)求二面角
[image: image76.wmf]BECF

--

的大小.

7.如下图所示，在侧棱垂直底面的三棱柱
[image: image77.wmf]111

ABCABC

-

中，
[image: image78.wmf]4

ACBC

==

，
[image: image79.wmf]42

AB

=

，
[image: image80.wmf]1

4

AA

=

，点
[image: image81.wmf]D

是
[image: image82.wmf]AB

的中点．

[image: image83.png]



(1) 求证：
[image: image84.wmf]1

ACBC

^

；

(2) 求证：
[image: image85.wmf]1

//

AC

平面
[image: image86.wmf]1

CDB

；

(3) 求
[image: image87.wmf]1

BC

和平面
[image: image88.wmf]11

BAAB

所成的角的大小．

8.在如图所示的几何体中,四边形
[image: image89.wmf]ABCD

是正方形,
[image: image90.wmf]PA

^

平面
[image: image91.wmf]ABCD

,
[image: image92.wmf],

EF

分别是线段
[image: image93.wmf],

ADPB

的中点,
[image: image94.wmf]1

PAAB

==

.
[image: image95.png]



(1)求证：
[image: image96.wmf]//

EF

平面
[image: image97.wmf]DCP

；
(2)求
[image: image98.wmf]F

到平面
[image: image99.wmf]PDC

的距离.
答案以及解析

1.答案：(1)∵
[image: image100.wmf]222

ADBDAB

+=

,∴
[image: image101.wmf]ADBD

^

,

∵
[image: image102.wmf]//

ADBC

,∴
[image: image103.wmf]BCBD

^


又∵
[image: image104.wmf]PD

^

底面
[image: image105.wmf]ABCD

,∴
[image: image106.wmf]PDBC

^

.

∵
[image: image107.wmf]PDBDD

Ç=

,∴
[image: image108.wmf]BC

^

平面
[image: image109.wmf]PBD


(2)三棱锥
[image: image110.wmf]APBQ

-

的体积
[image: image111.wmf]APBQ

V

-

与三棱锥
[image: image112.wmf]AQBC

-

的体积相等,


[image: image113.wmf]1

2

AQBCQABCPABC

VVV

---

==



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image114.wmf]1111

133

4434

PABCD

V

-

==´´´´=


所以三棱锥
[image: image115.wmf]APBQ

-

的体积
[image: image116.wmf]1

4

APBQ

V

-

=


2.答案：(1)已知侧面
[image: image117.wmf]11

AACC

是菱形,
[image: image118.wmf]D

是
[image: image119.wmf]1

AC

的中点,
[image: image120.wmf]11

,.

BABCBDAC

=\^

Q

 
因为平面
[image: image121.wmf]1

ABC

^

平面
[image: image122.wmf]11

AACC

,且
[image: image123.wmf]BD

Ì

平面
[image: image124.wmf]1

ABC

,
平面
[image: image125.wmf]1

ABC

I

平面
[image: image126.wmf]11

=

AACC



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image127.wmf]1

AC

,所以
[image: image128.wmf]BD

^

平面
[image: image129.wmf]11

AACC

,
所以
[image: image130.wmf]1

.

BDAC

^

又因为侧面
[image: image131.wmf]11

AACC

是菱形,所以
[image: image132.wmf]11

.

ACAC

^

所以
[image: image133.wmf]11

ACACB

^

平

面

，



[image: image134.wmf]11

ABACBABAC

Ì\^

Q

平

面

，


(2)如图,以
[image: image135.wmf]D

为原点,以
[image: image136.wmf]DA

,
[image: image137.wmf]DB

,
[image: image138.wmf]DC

所在直线

[image: image139.png]



分别为
[image: image140.wmf]x

轴,
[image: image141.wmf]z

轴,
[image: image142.wmf]y

轴建立空间直角坐标系,

由已知可得
[image: image143.wmf]1

2

AC

=

,
[image: image144.wmf]1

AD

=

,
[image: image145.wmf]1

3

BDADDC

===

,
[image: image146.wmf]6

BC

=

,


∴
[image: image147.wmf](0,0,0)

D

,
[image: image148.wmf](1,0,0)

A

,
[image: image149.wmf](0,0,3)

B

,
[image: image150.wmf]1

(1,0,0)

C

-

,
[image: image151.wmf](0,3,0)

C

, 

设平面
[image: image152.wmf]ABC

的一个法向量是
[image: image153.wmf](,,)

mxyz

=

ur

,
[image: image154.wmf](1,0,3)

AB

=-

uuur

,
[image: image155.wmf](0,3,3)

BC

=-

uuur


由
[image: image156.wmf]0

ABm

×=

uuurur

,
[image: image157.wmf]0

BCm

×=

uuurur

,得
[image: image158.wmf]30

330

xz

yz

ì

-+=

ï

í

-=

ï

î

,可得
[image: image159.wmf](3,1,1)

m

=

ur

  

∵平面
[image: image160.wmf]1

ABC



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image161.wmf]^

平面
[image: image162.wmf]11

AACC

,
[image: image163.wmf]11

ACAC

^

,∴
[image: image164.wmf]CD

^

平面
[image: image165.wmf]1

ABC

,

∴平面
[image: image166.wmf]1

ABC

的一个法向量是
[image: image167.wmf](0,1,0)

DC

=

uuur

, 

∴
[image: image168.wmf]5

cos,

5

mDC

mDC

mDC

×

==

uruuur

uruuur

uruuur

, 

故二面角
[image: image169.wmf]1

CABC

--

的正弦值是
[image: image170.wmf]25

5

 

3.答案：（Ⅰ）证明：取点
[image: image171.wmf]G

是
[image: image172.wmf]PB

的中点，连接
[image: image173.wmf]EG

，
[image: image174.wmf]FG

，则
[image: image175.wmf]//

FGBC

，且
[image: image176.wmf]1

2

FGBC

=

，∵
[image: image177.wmf]//

DEBC

且
[image: image178.wmf]1

2

DEBC

=

，

∴
[image: image179.wmf]//

DEFG

且
[image: image180.wmf]DEFG

=

，∴四边形
[image: image181.wmf]DEGF

为平行四边形，

∴
[image: image182.wmf]//

DFEG

，∴
[image: image183.wmf]//

DF

平面
[image: image184.wmf]PBE

．

[image: image185.png]



（Ⅱ）解：由（Ⅰ）知
[image: image186.wmf]//

DF

平面
[image: image187.wmf]PBE

，所以点
[image: image188.wmf]D

到平面
[image: image189.wmf]PBE

的距离与
[image: image190.wmf]F

到平面
[image: image191.wmf]PBE

的距离是相等的，故转化为求点
[image: image192.wmf]D

到平面
[image: image193.wmf]PBE

的距离，设为
[image: image194.wmf]d

．

利用等体积法：
[image: image195.wmf]DPBEPBDE

VV

--

=

，

即
[image: image196.wmf]11

33

PBEBDE

SdSPD

DD

×=×

，
[image: image197.wmf]1

1

2

BDE

SDEAB

D
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，

∵
[image: image198.wmf]5

PEBE

==

，
[image: image199.wmf]23

PB

=

，∴
[image: image200.wmf]6

PBE

S

D

=

，

∴
[image: image201.wmf]6

3

d

=

．

[image: image202.png]



4.答案：（1）∵
[image: image203.wmf],

BCABBCPB

^^

，
[image: image204.wmf]ABPBB

Ç=

，
[image: image205.wmf],

ABPB

Ì

平面
[image: image206.wmf]PAB

，

∴
[image: image207.wmf]BC

⊥

平面
[image: image208.wmf]PAB

，又
[image: image209.wmf]PA

Ì

平面
[image: image210.wmf]PAB

，∴
[image: image211.wmf]BCPA

^

，

∵平面
[image: image212.wmf]PAD

^

平面
[image: image213.wmf]ABCD

，面
[image: image214.wmf]PAD

I

平面
[image: image215.wmf]ABCD



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image216.wmf]AD

=

，
[image: image217.wmf]ABAD

^

，
[image: image218.wmf]AB

Ì

平面
[image: image219.wmf]ABCD

，

∴
[image: image220.wmf]AB

^

平面
[image: image221.wmf]PAD

，而
[image: image222.wmf]PA

Ì

平面
[image: image223.wmf]PAD

，∴
[image: image224.wmf]ABPA

^

，

又∵
[image: image225.wmf]ABBCB

Ç=

，
[image: image226.wmf],

ABBC

Ì

平面
[image: image227.wmf]ABCD

，

∴
[image: image228.wmf]PA

^

平面
[image: image229.wmf]ABCD

．

（2）以
[image: image230.wmf],,

ABADAP

为
[image: image231.wmf],,

xyz

轴建立空间直角坐标系，

由（1）
[image: image232.wmf]22222

()1

PAPCACPCABBC

=-=-+=

，


[image: image233.wmf](0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)

ABCDP

，则
[image: image234.wmf]111
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，


[image: image235.wmf]111
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BE
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，
[image: image236.wmf](0,1,1)

DP

=-

uuur

，
[image: image237.wmf](1,1,0)

DB

=-

uuur

，

设平面
[image: image238.wmf]PBD

的一个法向量是
[image: image239.wmf](,,)

nxyz

=

r

，

则
[image: image240.wmf]0

0

nDPyz

nDBxy
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v

，取
[image: image241.wmf]1

x

=

，则
[image: image242.wmf]1,1

yz

==

，即
[image: image243.wmf](1,1,1)

n

=

r

，

设直线
[image: image244.wmf]BE

与平面
[image: image245.wmf]PBD

所成角为
[image: image246.wmf]q

，

则
[image: image247.wmf]111

1
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sincos,
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BEn

BEn

BEn
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．

[image: image248.png]



5.答案：(1)因为
[image: image249.wmf],//

EPBCADBC

^

,所以
[image: image250.wmf]ADEP

^

. 

因为平面
[image: image251.wmf]BDFE

^

平面
[image: image252.wmf]ABCD

,
[image: image253.wmf]BEBD

^

 ,所以
[image: image254.wmf]BE

^

平面
[image: image255.wmf]ABCD

,所以
[image: image256.wmf]BEAD

^

. 

又因为
[image: image257.wmf]BEEPE

Ç=

,所以
[image: image258.wmf]AD

^

平面
[image: image259.wmf]BEP

. 

(2)由(1)知
[image: image260.wmf]EB

^

平面
[image: image261.wmf]ABCD

,所以
[image: image262.wmf]EPB

Ð

为
[image: image263.wmf]EP

与平面
[image: image264.wmf]ABCD

所成的角,

所以
[image: image265.wmf]60

EPB

Ð=

o

,
[image: image266.wmf]3

BE

BP

=

由
[image: image267.wmf]AD

^

平面
[image: image268.wmf]BEP

,知
[image: image269.wmf]ADBP

^

,

设
[image: image270.wmf]2

AB

=

,则
[image: image271.wmf]3,3

BPBE

==

. 

连接
[image: image272.wmf]AC

,以
[image: image273.wmf]AC

和
[image: image274.wmf]BD

的交点
[image: image275.wmf]O

为原点,建立如图所示的空间直角坐标系.

[image: image276.png]



则
[image: image277.wmf]13
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ACDPE
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所以
[image: image278.wmf]133

,,0,(1,3,3)
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PCCE
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设
[image: image279.wmf](,,)

nxyz

=

r

为平面
[image: image280.wmf]CEP

的一个法向量,

则
[image: image281.wmf]133

0
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可取
[image: image282.wmf]43
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.

由(1)可知
[image: image283.wmf](1,3,0)

AD

=-

uuur

为平面
[image: image284.wmf]BEP

的一个法向量.

所以
[image: image285.wmf]433

cos,

5

||||
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13271

3

nAD

nAD

nAD
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ruuur

ruuur

ruuur

.

结合图可知二面角
[image: image286.wmf]CPEB

--

的余弦值为
[image: image287.wmf]3

5

. 

6.答案：(1)证明：以
[image: image288.wmf]A

为坐标原点,
[image: image289.wmf],,

ABADAE

所在的直线分别为
[image: image290.wmf]x

轴、
[image: image291.wmf]y

轴、
[image: image292.wmf]z

轴建立空间直角坐标系, 

如图所示,则
[image: image293.wmf](

)

0,0,2

E

,
[image: image294.wmf](
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,
[image: image295.wmf](
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[image: image296.png]



连结
[image: image297.wmf],

CFAF

 .由题意得,
[image: image298.wmf]CFBD

^


又
[image: image299.wmf]Q

平面
[image: image300.wmf]BDA

^

平面
[image: image301.wmf]BDC

,


[image: image302.wmf]CF
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平面
[image: image303.wmf]BDA

,


[image: image304.wmf](
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[image: image305.wmf](0,2,2)
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,
[image: image306.wmf](1,1,2)
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=
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[image: image307.wmf](0,2,2)(1,1,2)0

DEAC

×=-×=
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, ,


[image: image308.wmf]DEAC
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. 

(2)解：设平面
[image: image309.wmf]BCE

的法向量为
[image: image310.wmf](
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[image: image311.wmf](2,0,2)
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,
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 ,


[image: image313.wmf]0
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取
[image: image315.wmf]1
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z

=

 ,得：
[image: image316.wmf](
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. 

平面
[image: image317.wmf]FCE

的法向量为
[image: image318.wmf](

)
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,,

mxyz

=

ur

,
[image: image319.wmf](

)

1,1,0
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所以
[image: image320.wmf](1,1,0)

EC

=

uuur

,
[image: image321.wmf](0,0,2)
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=

uuur

 , 

由
[image: image322.wmf]22
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得
[image: image323.wmf](1,1,0)
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ur

.

设二面角
[image: image324.wmf]BECF

--

为
[image: image325.wmf]q

,

则
[image: image326.wmf]2

coscos,

2

nm

q

=<>=

rur

,

所以二面角
[image: image327.wmf]BECF

--

的大小为
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7.答案：(1)证明：在直三棱柱
[image: image329.wmf]111

ABCABC

-

中，

底面三边长
[image: image330.wmf]4

ACBC

==

，
[image: image331.wmf]42

AB

=

，∴
[image: image332.wmf]ACBC

^

.

又∵
[image: image333.wmf]1

CC

^

面
[image: image334.wmf]ABC

， ∴
[image: image335.wmf]1

CCAC

^

.

∴
[image: image336.wmf]AC

^

平面
[image: image337.wmf]11

BCCB

.  ∵
[image: image338.wmf]1

BC

Ì

平面
[image: image339.wmf]1

BCCB

，∴
[image: image340.wmf]1

ACBC

^

.       

(2)证明：设
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（3）
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8.答案：1.取 
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